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METODE FROBENIUS

Metode Frobenius adalah salah satu penyelesaian Persamaan Diferensial (PD) di
sekitar titik singular dan tidak dapat diselesaikan dengan pemisalany = > ,a,x".

Titik Singular adalah titik diskontinu atau suatu titik yang membuat penyelesaian
tidak tunggal dix =0
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METODE FROBENIUS

Contoh Kasus titik singular
Misal terdapat persamaan diferensial tingkat dua homogen berikut ini

d*y dy
p(x) Ix? + CI(X)E +7(x)y =0

Suatu PD dikatakan memiliki Titik singular di x jika p(0) = 0.
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METODE FROBENIUS

Sehingga, apabila terdapat persamaan diferensial seperti pada bagian
sebelumnya, dapat diselesaikan menggunakan metode Frobenius.

Caranya:

Misalkan penyelesaian dari PD tersebut adalah y = Y70 _, c,px™ "

Akan diperoleh :

Yy = Z (m+r—1)m+71)c,x™m™tr2

m=0

Departemen Matematika

Institut Teknologi Sepuluh Nopember




ADVANCING
HUMANITY

A Seko METODE FROBENIUS

N oN ESIA JAYA

Ambil kasus Persamaan PD tingkat satu
xy'+ y=0

x = 0 merupakan titik singular dari Persamaan Diferensial tersebut, karena
apabila x = 0 disubstitusi pada PD akan mendapatkan penyelesaian y = 0 atau
y tak terdefinisi.

Misalkan:

y= 3% _scpx™dany’ = Yo me,x™ 1
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PEMBAHASAN

Substitusikan pemisalan ke PD awal
XY  Mepyx™ L4+ ¥ _ e x™ =0 > Yoo me,x™+ Yo _oCmx™ =0
Y1 MCX™ + o Y1 CnXx™ =0 2> Yo _mcyx™+ Yo _gCmx™ =0

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa ketika:

*° m=0

* m=1,2,3,..
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PEMBAHASAN

Sama halnya ketika kita coba menyelesaikan PD tersebut menggunakan
metode variabel terpisah.

xy'+y=0
Y
Y X
vy__»
dx b
1d = 1d
y T ™
Iny =—Inx +c
C
Iny = In—
ny =In-
c
y ==

X
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PEMBAHASAN

Hal tersebut menunjukkan bahwa metode penyelesaian deret kuasa di sekitar
x = 0 gagal untuk mendapatkan penyelesaiannya. Maka digunakan Metode
Frobenius untuk menyelesaikan kasus tersebut.
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PENYELESAIAN METODE FROBENIUS

Misal diketahui Persamaan Diferensial:

REOMNC

X xzy 0

Dapat ditulis sebagai:

x2y" + xb(x) y' + c(x)y =0
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Misalkan penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut adalah:

_ Vv m+r
y = Zm=0 CmX

Akibatnya, diperoleh:

V' = Ym=o(m+ r)c,x™ 1

y" = Ym=o(m+71 = 1)(m +1r)cpx™ 7"

Lalu, substitusikan ke Persamaan Diferensialnya!
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PENYELESAIAN METODE FROBENIUS

x2y" +xb(x)y' + c(x)y =0

x? 2 (m+7r—1)(m+ 1), x™" 2 + xb(x) 2 (m + r)c,x™ 1 + c(x) 2 Cpyx™T =0

m m=0 m=0

0
2 (m+71—1)(m+1)cpx™ " + b(x) z (m + 1)e,x™ + c(x) 2 ¢, x ™ =

m=0 m=0 m=0

Z [(m+r—1D)(m+71)+ (m+r)b(x) + c(x)] cpx™" =

m=0
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PENYELESAIAN METODE FROBENIUS

Z [(m+r—-1D(m+7r)+(m+1r)b(x) +c(x)] cpx™*" =

m=0

Untuk m = 0, diperoleh persamaan indicial:

r2—1r+71by+cu=0
T2+(b0_1)T+CO=O

Karena r? + (b, — 1)r + ¢, = 0 merupakan persamaan kuadrat, maka pasti persamaan
tersebut memiliki dua penyelesaian r
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Metode Frobenius tipe lll, ketika:

Misal r; dan r, merupakan penyelesaian persamaan kuadrat dari persamaan indicialnya, maka
dikatakan metode frobenius tipe lll, ketika:

r1 — 1, = p, dengan p merupakan bilangan bulat positif.

Sehingga, untuk menyelesaikan PD yang memiliki persamaan indicial sesuai bentuk
tersebut, maka selesaikan menggunakan metode frobenius tipe lll!

Departemen Matematika

Institut Teknologi Sepuluh Nopember




ADVANCING
HUMANITY

Teko METODE FROBENIUS

INDONESIA JAYA

Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll

1) Menentukan Solusi Pertamanya

Sama halnya dengan penyelesaian metode frobenius tipe Il, diperoleh solusi pertamanya adalah:

2) Menentukan Solusi Keduanya

Dengan metode variasi parameter, misalkan y,(x) = U(x)y;(x)
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll
2) Menentukan Solusi Keduanya
Dengan metode variasi parameter, misalkan y,(x) = U(x)y;(x)
y2(x) = U(x)y, (%)
Y2(x) = U'(x)y1(x) + U(x)y1(x)
y2 () = U"(0)y1(x) + U'(0)y1(x) + U'(0)y1(x) + U(x)yq' (x)

y2 () = U"(x)y1(x) + 20" (x)y1 (x) + U1 (x)
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll
2) Menentukan Solusi Keduanya

Masukkan ke PD awal, sehingga diperoleh:

x2(U"yy 4+ 2U'y; + Uy;") + xb(x)[U"y; + Uy;] + c(x)Uy; =0
U(x2y; + xb(x) y1 + c(x)y1) + x*y,U" + [2x%y; + xb(x)y,] U' = 0
x2y,U" + 2x2yjU" + xb(x)y, U =0

Ketika kedua ruas dibagi dengan xzyl

2y.  b(x
U"+<y1+ ()>U’=0
V1 X
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll
2) Menentukan Solusi Keduanya

Karena b(x) = Y2, b;x*, maka:

U’ + <—+—+b1+2bx‘ 1) =

Dari persamaan y(x) = x" Q=0 Am x™)

yi _ 2 (Spo(m + 1)y x™)
41 xr(Zm oam )

1 Ym_om+nr)apx™ r _
—. =—+4+sisal
X Q=0 Am x™) X
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll

2) Menentukan Solusi Keduanya

Diperoleh persamaan:

2r+b '
U+ (—x - +Sl$a> U =0

Ingat persamaan r2 + (by — 1)r + ¢, = 0. Dari persamaan tersebut kita peroleh bahwa r; + r, =
(bol_ ) Karenar, = r, Sehingga, diperoleh persamaan bahwa by — 1 = —2r.

by —1=—-((+nrn)=—0+r —p)=-2r+p

Maka, diperoleh: 2r + by = p + 1
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll

2) Menentukan Solusi Keduanya

2r+b '
U+ (—x - +S‘S“> U =0

P+1
U = _( N SlSCl) U’

X

InU" =-(p+Dnx+ ..>
InU' = Inx~®+D

U' = x—(p+1)e

r 1 Kq Kp—l Kp
U _xp+1+ﬁ+ ...+7+7+KP+1+KP+2x+---
1 Ky Kp—1 Kp+2
U=K,l - - - w.——+K 2 4.
plnx + ( o2 (£ Dxp 1 . + Kpp1X + 5 X + )
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Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll

2) Menentukan Solusi Keduanya

Oleh karena y, (x) = U(x)y,(x), maka diperoleh persamaan berikut
Y2(x) = K,y lnx + x"17P (—; ——Lt - Kp_1xP71 4+ K xPH 4 - )(ao +a;x+ )

Jika dimisalkan K}, = K danr, = r; — p maka solusi kedua dari PD tersebut adalah:

y,(x) = Ky;Inx + x"2(Ay + A;x + A,x% + )

Departemen Matematika

Institut Teknologi Sepuluh Nopember




ADVANCING [N
HUMANITY EED)

= g M (ereke METODE FROBENIUS

INDONESIA JAYA

Penyelesaian Metode Frobenius tipe lll

Jika y1(x) = x" (Xm=0 amx™) dengan a, # 0 adalah penyelesaian dari PD, maka
y,(x) diperoleh dari:

y2(x) = Ky;lnx + x"2 (39 Amx™), dengan a, # 0, K konstanta
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